3. Eine Anmerkung zur statistischen Signifikanz

Die vorliegende Bemerkung soll mdgliche Wirkungerer dunkritischen Anwendung von
Signifikanztests beziglich Annahmen zur stochaséisc Unabhangigkeit und zur Identitat
zugrundeliegender Verteilungen vor Augen fiihrerghaum die vom Autor vertretenen alternativen

Controlling-Technikehweiter zu stiitzen.

In der statistischen Test-Theorie werden sogena@atgen- oder Alternativhypothesen &lifgestellt

um den aktuellen Wissensstand zu erganzen odeagefzu stellen. An die binare Logik (0 entspricht
Jfalsch* und 1 entspricht ,wahr“) angelehnt ist ddternativhypothese im allgemeinen die primar zu
verifizierende Aussage, der eine komplementare #gessdie sogenannte Nullhypothese H

gegenubergestellt wird.

Beispiel (In Anlehnung an Bort?)

Sind Lernerfolge, die bezlglich herkémmlicher Lebthoden erzielt wurden in Form von mittleren
Testergebnissen aus einer Vielzahl von gleichartifests bekannt, so dass wir nach dem zentralen
Grenzwertsatzden Lernerfolg nach der herkdémmlichen Methodenalisnalverteilt mit bekanntem
Erwartungswerft und bekannter Variana® (kurz: N{u,0%)-verteilt) ansehen kénnen, so kann mittels
einer Alternativhypothese die Behauptung gepriitdee inwieweit die Ergebnisse des Lernerfolges

einer neuen Lehrmethode (beispielsweise) signifikasser sind.

Nehmen wir also an, wir erzielen mit der neuen hedthode Testergebnisse, die eine Verteilung der
Ergebnisse, die sich durch einqu¢?)-Verteilung beschreiben lassen nahe legen, wolei, gelte.
Zur Prifung des Wahrheitsgehalts der Aussage, dige nLehrmethode sei besser als die

herkdbmmliche Lehrmethode, lasst sich dann die

Alternativhypothese H 3>
gegen die

Nullhypothese kgt pi<pg

! vgl. [Holz 01], den Anhang und die Discussion Rafiechnik.doc, Ktarif.doc und Treiber.doc unter
http://www.rankingweb.de/Paper.html.

2vgl. [Bortz 99], Kapitel 4.

® vgl. [Bortz 99], S.93: ,Die Verteilung von Mittelerten aus Stichproben des Umfangs n, die samtlich
derselben Grundgesamtheit entnommen wurden, geht waichsendem Stichprobenumfang in eine
Normalverteilung Gber.” Oder was die wesentlichechhischen Voraussetzungen deutlicher macht, [Beons
81], S. 715: ,Kann eine Zufallsgrof3e als Summe regreRen Anzahl voneinander unabhéngi§ammanden
aufgefasst werden, von denen jeder zur Summe neneinbedeutenden Beitragfert, so ist diese ZufallsgroRe
anndhernd normalverteilt.”




auf Signifikanz Uberprifen, wozu die Hypothesen apézifische Verteilungen reduziert werden
mussen, weshalb wir die Alternativhypothese mit \derstellung verbinden, die Zufallsvariablg X
der Lehrerfolge der neuen Lehrmethode seip)¥f)-verteilt (kurz: X[N(u,0?%)) und die
Nullhypothese mit der Vorstellung, die Zufallsvdnie X, der Lehrerfolge der herkémmlichen
Lehrmethode sei Nip,0%)-verteilt (kurz: %N(Ho,02)).

Mit der Festlegung eines Signifikanz-Niveaaserhalten wir dann Signifikanz fur ;Hsofern die
WahrscheinlichkeitP(X g > 1) <a ist. Sofern also bei Annahme der Richtigkeit detlfN/pothese
nur mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner oder gkeidlem Signifikanzniveawnx auch mit der
herkdbmmlichen Lehrmethode Lernerfolge erzielt warddie besser oder gleich dem Lernerfolg der
neuen Lehrmethode sind. Sofern also der sogendretfteer 1. Art des Entscheidens fiy Hei
Richtigkeit von H kleiner oder gleich dem Signifikanz-Niveauist. Oder einfacher sofenqm im

Ablehnungsbereich - auch kritischer Bereich genamon H, liegt.

Dichte von X

.

Annahme von bl Ho ‘ Ablehnung von Iy

Es sei nun nicht weiter auf mogliche andere belispigise zweiseitige Testkonstellationen oder auf
die Giite von Tests im Sinne der Trennschérfe dieisgegangeh Wir wollen stattdessen den Gehalt

der bis hier getroffenen Aussagen kritisch hingagém.

“Vgl. hierzu etwa [Bortz 99], Kapitel 4.



Die eindimensionale Normalverteilurtg

X ~N(1,0?)
empirisch:
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2
- X ~N(n,0%), Z=aX+b, a#0
Standardisierung zur N(0,1)-Verteilung: Y =X—E(X) Transformationen: (.0%)
VV(X) —  Z~N(au+ bas?)

®> Vgl etwa [Heilmann 87], Kapitel 1.



[1]: Die Summe unabhangiger normalverteilter

Aus der Normalverteilung abgeleitete Prifverteilued’

Ist X1 ~N(uy,01°%), X2 ~N(2,0°)

= Xp+X2~N(uy +H2, Of+0§)

[3]:

t,- oder studentverteilte Prifgrof3e mit n Freihedsgn

Zshadiriablen
normalverteilt mit den addierten Erwartungswertad Varianzen

und X1q,X2 unabhangig

ist[2]: Die Summe der Quadrate unabhéngig N(O,1l)eiéet Zva'n ist Chi-
Quadrat-verteilt mit n Freiheitsgraden

SeienX4,...,X unabhangigidentisch N (01) - verteilt

= X% +...+X% ~xﬁ - verteilt

Beispiele:

Chi-Quadrat-Anpassungstest und Chi-Quadrat-Unablgieitstest

SeienXq, X1,...,Xy unabhéangigidentisch N (01) - verteilt

~tp — verteilt

Varianz zweier unabh&ngiger normalverteilter Geil3

Beispiel: t-Test, Vergleich von Mittelwerten babekannter aber identische

D
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=

[4]:

Fm oder Fischer verteilte PrifgrofRe mit m und n lkegggraden

SeienX4,...,Xyy und Yq,...,Y; unabhangigidentisch N (01) - verteilt

U
i
1
El
TE
N

~Fm,n — verteilt

Sl
fre
N

Beispiel: F-Test, Vergleich der Streuungen zweigbhangiger
normalverteilter Gro3en

® vgl etwa [Bortz 99], Abschnitt 2.5.



Kritisch an dem betrachteten vorgehen ist anzunmedass:

a) Die Parametep der den Hypothesen zugeordneten Verteilungen rtielsnder empirischen

n
Werte X, -1 > Xj geschatzt festgelegt werden kénnen, wobei n dbeldeingsumfang beschreibe.
Ni=1

Geniigt X,, den Voraussetzungen einer Version des Gesetzegro@en Zahlely dann istXein

.-angemessener” Schéatzer filr

b) Nur fiir groRe n - allgemeinwird hier 230 gesetzt - kann fir die Stichprobenmittel nach dem
zentralen Grenzwertsatz die Normalverteilung alardichend gute Naherung der Verteilung
herangezogen werden. Bei kleineren Stichprobenugefdrist die Student- oder auch t-Verteilung
genannte Verteilung heranzuziehen, wobei dann almwrausgesetzt werden muf3, dass die

Stichprobenwerte normalverteilt sind.

c) Sowohl die Gesetze der grolen Zahlen, wie aléchzentrale Grenzwertsatz und die fur das
ableiten von Prifverteilungen notwendigen Annahrbender Addition von Zufallsgréf3en, beruhen

ganz wesentlich auf der Annahme der (stochastigchiErabhéngigkeit beteiligter ZufallsgroRen.

Insbesondere der letztgenannte Tatbestand kannwasentliche Fehlerquelle fir die mittels der
statistischen Testtheorie erzielten Ergebnisse. séimar lasst sich die Unabhangigkeit zweier
Zufallsvariablen X, Y beispielsweise mittels dgsUnabhangigkeits-Test priifen, hierbei geht aber
implizit die Annahme der Unabhéngigkeit der ereeltStichprobenresultate in die Festlegung der
Prifverteilung bereits ein. Wesentlicher ist aluss so gut wie keine Aussagen mehr moglich sind
sofern die Annahme der stochastischen Unabhéangighkeint gegeben ist, da hierfir weder ein
allgemeines Analogon zum zentralen Grenzwertsatzhmou den Gesetzen der grol3en Zahlen

existieren.

Die Wirkung der Abhangigkeit von Zufallsgrof3en baderen Verteilungen wird im Folgenden am
Beispiel der zweidimensionalen Normalverteilungdeartlicht, um hiermit die mdgliche Verfalschung

von Tests bei Abhangigkeit vor Augen zu fihren.

" Vgl. etwa [Bronstein 81], S. 712f, sinngemaR: Raihmetische Mittel der Beobachtungen unabhangiger
Wiederholungen des identischen Zufallsexperimemisv&rgiert mit wachsender Anzahl an wiederholungen
(fast sicher) gegen den Erwartungswert der wahremteifung des Experiments.

8 vgl. etwa [Bortz 99], S. 94.

°vgl. etwa [Bortz 99], S. 102.



X1~N(0D), X2 ~N(0D

S— 5 (X2—2F>X1X2+X§)
e 20-p) 1

f(xq,%2) =
Ven2@e-p?)

p der Korrelationskoeffizient von XX .

_ CouX1.Xp)

JV(X1V(X2)

©vgl. etwa [Elpelt 95], S. 64ff

Die zweidimensionale Normalverteiluny

X1 ~N(01), X2 ~N(01), X4, X, unabhé&ngig



Korrelierte zweidimensionale N(0,1)-Verteilungen

p=0,5:
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Die stochastische Unabhangigkeit von gemeinsamiggilt Ereignissen E und E zweier

Zufallsvariablen X und Y ist Gber die Multiplikaticder Wahrscheinlichkeiten definiert:

st unabh
P(X=EX,Y=Ey) = P(X=EX)P(Y=Ey).

Zufallsvariablen selbst sind dann als stochastis@bhangig definiert, wenn die Multiplikationsregel
fur alle moglichen Kombinationen von Ereignissennve, Y Giltigkeit besitzt. Sind die

Zufallsvariablen X, Y stetig verteilt mit Dichterix) und g(y) und beschreibt h(x,y) die Dichte der
gemeinsamen Verteilung von (X,Y), dann ist die k&stische Unabhangikeit von X, Y auch durch

die Beziehung h(x,y) = f(x)g(y) gegeben.

Sind Zufallsvariablen X, Y stochastisch unabhéarsggsind Sie auch unkorreliert. Andererseits folgt
im allgemeinen aus der Unkorreliertheit nicht diechastische UnabhangigkeitWomit ein MafR zur
Beurteilung der Unabh&ngigkeit allgemein nicht drgeist. Eine Ausnahme bildet hier der Fall, dass
X, Y normalverteilt sind, wie man am Spezialfalleobleicht sieht. Wir wollen den Spezialfall zweier
normalverteilter Zufallsvariablen nutzen, um diering von Abhangigkeit auf die Summe der
Zufallsvariablen zu priufen, da wie die Prifvertegen oben zeigen, die Addition von unabh&ngigen

Zufallsvariablen zu wichtigen PrifgréRen fuhrt.

Sind X, Y Verteilungen iiber den ganzen Zahlen, dzilraligemeir?

PX+Y =2)=Y P(X=K)P(X +Y =7X =k) =3 P(X =k)P(Y =z-k|X =k)
k k

und im Fall der Unabh&ngigkeit von X,Y

stunabh
PX+Y=2) = Y PX=KPY=z-K)= P(Y=r)P(X=z-T)
k r

Im stetigen Fall ergibt sich die Verteilung von X+énn analog allgemein zu:

PX+Y<2)=] PX([dx)P(X +Y <ZX =X).

yvgl. etwa [Fisz 89], S.112
12y/gl. etwa [Heilmann 87], S. 61ff auch firr die felgden Uberlegungen.
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Verteilungsfunktionen der Summen X+Y zweier koliezter N(0,1)-Verteilungen

Korrel -0,9 -0,5 0 0,5 0,9
-6 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
-5,5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002
-5 0,000 0,000 0,000 0,001 0,004
-4,5 0,000 0,000 0,001 0,004 0,010
-4 0,000 0,000 0,002 0,010 0,019
-3,5 0,000 0,000 0,006 0,021 0,035
-3 0,000 0,001 0,016 0,040 0,061
-2,5 0,000 0,006 0,037 0,073 0,099
-2 0,000 0,021 0,077 0,123 0,151
-1,5 0,000 0,064 0,142 0,192 0,220
-1 0,009 0,156 0,238 0,280 0,303
-0,5 0,118 0,306 0,360 0,385 0,398
0 0,499 0,499 0,499 0,499 0,499
0,5 0,881 0,693 0,638 0,613 0,601
1 0,990 0,843 0,761 0,718 0,696
1,5 0,999 0,934 0,856 0,807 0,779
2 0,999 0,977 0,922 0,876 0,848
2,5 0,999 0,993 0,961 0,926 0,900
3 0,999 0,997 0,983 0,958 0,938
3,5 0,999 0,998 0,993 0,978 0,964
4 0,999 0,999 0,997 0,989 0,980
45 0,999 0,999 0,998 0,995 0,989
5 0,999 0,999 0,998 0,997 0,994
5,5 0,999 0,999 0,999 0,998 0,997
6 0,999 0,999 0,999 0,999 0,998

1,ooow/\

0,900
0,800
0,700
0,600
0,500
0,400
0,300
0,200
0,100 — /j

0,000 ===

e———
——
—

R4
R1

Approximiert Uber die Werte der gemeinsamen Diclaiekorrelierten N(0,1)-verteilten ZufallsvariablefY) an den

Stutzstellen (-3,25; -2,75; -2,25; ...; 2,25; 2,325) x (-3; -2,5; -2;

..32;2,5;3)




Mit der Tabelle und dem Schaubild oben ist die ®ikrhg der Summe X+Y zweier N(0,1)-verteilter
Zufallsvariablen fiir die Korrelationen -0,9; -0(;0,5; 0,9 dargestellt. Ubliche Signifikanz-Niusa
sind 0=0,05 unda=0,01. In den Verteilungen oben sind die dem Nivea®,01 am nachsten
kommenden Ré&nder des Ablehnungsbereichs einer auof\Veérteilung von X+Y basierenden
Nullhypothese im obigen Sinne beispielshalber legerkenntlich gemacht, wodurch sichtbar wird
wie stark sich die Verletzung der Annahme der sstiichen Unabhéngigkeit auf das wahre

Signifikanz-Niveau auswirken kann.

So erhalten wir den Rand des Ablehnungsbereichs Aigmifikanz-Niveau vona=0,01 im
unkorrelierten Fall@=0) bei einem Wert von ca. 3,5, im Fall der Kortiela von 0,9 bei einem Wert
von ca.4,5 und im Fall der negativen Korrelatiom vé,9 schon bei einem Wert von 1, was bei der

Korrelation von +0,9 einem Signifikanz-Niveau vam 80% entsprache.

Es bleibt anzumerken, dass hier symmetrische Vengen betrachtet sind, sogenannte links- oder
rechtsschiefe Verteilungen sowie die falschliche@mme der Identitat der den Stichprobenelementen
zugrundeliegenden Verteilungen, kdnnen die aufgezei Wirkung der nicht gegebenen

Unabhangigkeit auf die wahre Verteilung von Prifgn noch wesentlich deutlicher werden lassen,
womit lediglich verdeutlicht sei, dass die unkigtie Anwendung von Tests, insbesondere in Bezug
auf die Annahme der stochastischen Unabhangigkedarh deutlichen Fehleinschatzungen fihren
kann. Im allgemeinen bleibt dartiber hinaus dielizb& Dimension der Erhebung und des Vergleichs
von Stichproben unberiicksichtigt was zu weiterehldtguellen bzw. eher zufalligen Ergebnissen

fihren kann.

Hiermit soll nun keinesfalls das notwendige Teston Aussagen in Frage gestellt werden.
Instrumentarien des Prifens bei Verletzung der eotigen Annahmen fur statistische Tests fehlen

aber weitgehend.

Die Schlussfolgerung kann daher nur sein, daso®gendig wird real gegebene Datenlagen besser
vor Augen zu fiuhren um ein verantwortungsvollerestsEheiden zu ermdglichen, wozu die

alternativen Controlling-Techniken des Autors eckeit sind®.

Eine Testsituation die auch explizit den begrenf@ehalt der Aussagen statistischer Signifikanz vor
Augen fuhrt ist mittels der folgend beschriebengskBbminanzanalyse ab der Version Regio2004.xlIs

den Analyse-Dateien beigefligt.

3vgl. [Holz 01], den Anhang oder aktueller das Dolamrhttp://www.rankingweb.de/MANUAL.pdfund die
Datei Regio2003.xIs unter http://www.rankingweb@@inloads.html
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Diskriminanzanalyse tiber Mahalanobis-DistanZen

Seien X, .., X; Zufallsvariablen, die die Ausprdgungen der Merkmalaer Objektmenge X
beschreiben und i ein X in zwei Gruppen differeremeler Index mit ni=1,2 Objekten aus X. Unter
der Annahme, dass dig; X.., X; multivariat normal verteilt sind mit Erwartungsmenii=(Wi,... M)
und Covarianzmatri¥.,
- - = . = 1
Xi = (Xi1,..,Xia) mMit  X; :?;Xm , i=1,2 und
=

N

2 _ —
22 (Xipt _Xip)(xiqt ~Xia), S, :{Sp,q 'pg=1..J}

i=1 t=1

S
Pq n +n

Schatzer flru=(Wy,...4) und die Komponenten vop, ist die Distanz einer Auswahl vor<k

Merkmalen gegeben durch
k k. _ _ - —
:z z(xlp_XZp)Spq(qu _XZQ)! p1q:1.--,~]
p=l g=1
S'pq die Komponenten der Inversen vop @hd die Nullhypothese der Identitdt der Erwartunge

gegeben k Merkmale unter Hinzunahme eines weitdienkmales k+1 aus 1,..,J

X2,11--'X2.kJ

Hy: Elxl,k+1 X 1110 xl.kJ = EIX 2,k+1

kann aus der Kenntnis der Verteilung von

— (n;n,)(n, +n, -k -2) |_Dk+1_D§]
(n1+n2)(n1+n2 _2) (1+ n,n, 2

Dy)

(nl + nz)(nl +n, - 2) “

als Fischer-Verteilung mit (1.Hn,-k-2) Freiheitsgraden zum Niveaumittels
F > R(1, mtn-k-2)

geprift werden. Intuitiv wird ersichtlich, dass jgréRer Dﬁ ist, desto gréRer auch der

diskriminierende Charakter der gewéahlten Gruppeinme des Abstandes der Merkmale ist.

vgl. J. Van Eeghen, E.K. Greup, J.A. Nijssen: gistaking“, Surveys of Actuarial Studies No. 2, 1983
Nationale-Nederlanden N.V., Rotterdam, Niederlande.
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